® KONFERENCJA DIAM 2026 - POLITECHNIKA GDANSKA

Generatywna Al jako wspotautor
materiatow dydaktycznych

Interaktywne wizualizacje matematyczne dla uczelni technicznych

® Dorota Krawczyk-Stando ® Adrian Stando
Politechnika todzka Capgemini Invent - PJATK



CZESC | - Perspektywa dydaktyczna

Matematyka,
ktorej nie widac

® Prowadzi: Dorota Krawczyk-Stando - Politechnika todzka




® Dorota Krawczyk-Stando
@ BADANIE WLASNE - MATEMATYKA Il - 2025/2026

Studenci i Al — jak to wyglada naprawde?

Jak czesto korzystasz z Al?

96%
korzysta z Al
kilka razy 46%
w tygodniu

W zyciu codziennym
rzadziejl 4% uzywa Al

w celach edukacyjnych



e NARZEDZIA Al ® Dorota Krawczyk-Stando

Gemini wyprzedza ChatGPT — dlaczego?

Z jakiego narzedzia Al korzystasz najczesciej?

Gemini [ sa%
inne [} 4%

Google Al Pro — za darmo na rok dla studentow uczelni wyzszych, aktywny w Polsce od 2025 r.



® D K k- A
® SPOSOBY WYKORZYSTANIA Al orota Krawczyk-stando

Do czego studenci naprawde uzywaja Al?

Do czego studenci uzywaja Al podczas nauki?

Sprawdzanie poprawnosci wtasnych odpowiedzi _ 100%
Wyjasnianie trudnych pojec krok po kroku _ 96%
Wyszukiwanie dodatkowych przykiadéw_ 75%
Generowanie pytan kontrolnych / przygot. do egzaminéw_71%
Upraszczanie tekstéw / tworzenie streszczen / notatki_ 64%
Wspieranie nauki jezykéw obcych / ttumaczenie tekstc’)w_ 46%
Tworzenie quizow | fiszek_ 32%

Symulowanie rozmoéw / egzamindéw ustnych - 14%
Planowanie harmonogramu nauki.7%

0% 25% A 75% 100%



OCENA PRZYDATNOSC] ® Dorota Krawczyk-Stando
[

Jak pomocne jest Al w uczeniu sie?

Na ile Al jest pomoche w uczeniu sie?

40% - 36%
2 32%
2 o 29%
% (s}
2
G 20%-
o
..
o
10%-
3%
% . I , . .
1 2 3 o 5

Ocena (1 = mato pomocne, 5 = bardzo pomocne)



Al A DYDAKTYKA ® Dorota Krawczyk-Stando
[

96% rozpozna tekst Al — ale czy wiedzg, co dostajg?

Czy otrzymatas/otrzymates materiaty dydaktyczne
Czy rozpoznasz tekst wygenerowany przez Al? stworzone przez Al?

nie jestem
mmm raczej tak mm  tak mmm raczej nie — pewien/pewna

s hie = tak

Studenci ufaja wiasnej intuicji w wykrywaniu Al — mimo ze potowa nie wie, czy materiaty dydaktyczne sg przy jej pomocy wygenerowane.



@ PROBLEM DYDAKTYCZNY

Gdzie studenci tracg intuicje?

Matematyke na politechnice wyktada sie symbolicznie.
Student opanowuje wzory, podstawia dane i otrzymuje wynik.

Ale za symbolami znika obraz. Czym geometrycznie jest
element pola? Jak wyglada granica sumy na zakrzywionej
powierzchni?

To luka miedzy ,,umiem policzy¢” a ,,rozumiem, co licze".
Wiasnie ona decyduje o tym, czy wiedza zostaje.

~Mozna nauczyc sie czytac¢ nuty —
nie styszqc przy tym muzyki.”

® Dorota Krawczyk-Stando

CO WIDZI STUDENT

|| rexyy axay

D

.Licze — ale co?”

wzor bez obrazu = wynik bez zrozumienia



® Dorota Krawczyk-Stando
e POMYSt

Da¢ matematyke do dotkniecia

Interaktywna aplikacja w przegladarce. Bez instalacji,
wystarczy link. Kazdy modut to jedno pojecie. [ —

je do i wyzszej

Student sam zmienia parametry suwakami i natychmiast | .
7 skutek resn 5D 13D Matematyka wyzsza
widzi skutek na wykresie 2D i 3D. w animacjach

Kolekcja 28 interaktywnych wizualizacji obejmujgcych réwnania rézniczkowe,
catki krzywoliniowe i powierzchniowe. Zaprojektowana z mys$lg o studentach i
wyktadowcach do uzycia na zajgciach z matematyki.

7 28

- Réwnania Rézniczkowe (1 Catki (6)

; 2 8 O /‘/. 7 wizualizacji 4 wizualizacje

Rownania Rozniczkowe Przeksztatcenia Geometryczne

Zamiana zmiennych to potezne narzedzie upraszczajace dziedzine
calkowania. Obserwuj jak elipsa staje sie kotem, a koto — prostokatem.

7 . .o . .o
m d + m | epidemie, fale i sity w locie — szes¢ modeli z petng interaktywnoscia i
O u OW a n I a C.J I I n Sta a C.J I animacja rozwiazania. Jakobian jako czynnik skalujacy element pola.

Odkryj, jak réwnania rézniczkowe opisuja $wiat. Dynamika populaciji,



e DEMO NA ZYWO

Zobaczmy to na zywo

Otworzmy aplikacje w przegladarce i przejdzmy przez przyktady.

Wspotrzedne biegunowe — przeksztatcenie kota w prostokat

Lisy i kroliki — rownania rozniczkowe, ktore "zyja"

Model SIR (pandemia) — ewolucja rozprzestrzeniania sie wirusa

Sumy Riemanna — granica staje sie: polem pod krzywa, objetoscig pod powierzchnia

Catka krzywoliniowa — "ptot" nad krzywa — geometria w 3D

v vy vy

® Dorota Krawczyk-Stando



® Dorota Krawczyk-Stando
® PRZEKSZTALCENIA - ZAMIANA ZMIENNYCH r rawczy

Koto, ktore przeksztatca sie w prostokat

® Kolo (x,y) ® Prostokat (r, @)
$
¥ 2n
L] r
o Lewa: koto (x, y) @ Prawa: prostokat (r, ¢) @ JakobianJ =r
Naturalna dziedzina catkowania — Te same punkty we wspotrzednych Mierzy, ile razy mapa "rozcigga" element

niewygodna do liczenia. biegunowych. pola.



® ROWNANIA ROZNICZKOWE - MODEL POPULACJI

® Dorota Krawczyk-Stando

Lisy i kroliki — rownania, ktore zyja

ROWNANIE MODELU

T
i

Pochodna (tempo zmian) to wynik starcia rozmnazania sie
krélikéw przy zjadaniu ich przed lisy.

A4 A4 ™
Kroliki: 11 | Lisy: 185

¥ o
‘;g’ 88 t“
s § 8%

& L ]

8% o
s L. ¢
s 8, 8%

= -3‘ % o

Drapieznik i ofiara regulujg swoja liczebnos¢ nawzajem. Dwa proste
rownania — a na ekranie widac tetnigcy ekosystem.

KRZYWA POPULACJI (CZAS)
400

300
200

100

0
13 6 912151821 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73 77 81 85 89 945

- Kroliki - Lisy

Sterowanie Ekosystemem d r / d t

ar - Brf df/dt = 6rf - yf

Plodnosé Krolikow () 0100 $mierte Inosé Lisow (v) 0.200
#® @
Jak szybko krdiiki rozmnazaja sie gdy lisy $pia. Jak szybko lisy wymleraja bez pozywienia.
Skutecznosé Polowart ® 0.0020 Wydajnosé Pokarmowa (6) 0.0020
| Wiecej kroliké li da liczba krolikc toduja lisy. Cykl si
Jak czesto lis faple krolika podczas spotkania. :eposmw(kréllm)llspmuebu]ehywydacr\a Iecej ro I ow ~ rosna Isy ~ Spa a ICZ a ro I OW = g O uJa Isy° y Sle
wiat miode.

zamyka.

Suwaki zmieniaja reguty gry. Student eksperymentuje i sam odkrywa rytm
oscylagji.



. L ® Dorota Krawczyk-Stando
® ROWNANIA ROZNICZKOWE - MODEL EPIDEMII

Model SIR — pandemia jako uktad ODE

KRZYWE PANDEMII
ROWNANIA KERMACKA-MCKENDRICKA (SIR)

500 S — podatni, | — chorzy, R —
as __ s ozdrowiatecy. Trzy liczby opisuja epidemie.
di N 300 o oo oo
Model jest deterministyczny, ale wrazliwy na
= parametry.
dr_ ST,
dt N 2 00 246810 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 68.5 B (zarailiwoéc’) i ( owrét do ZdrOWia)
< Ozdrowiericy - Podatni < Zakazeni v p
decydujg, czy epidemia wybucha czy gasnie.
m_ s Student zmienia suwaki i widzi prog.
R
' Wskaznik zakazen B (Rate of Infection) 0.50
® Te same rownania — inne dane. Tak
tej wartosci lizuj i idystansu
e modeluje sie gr.ype, COVID, ere.
‘ 2?:“;::;1‘0:494 . Wskaznik wyzdrowien y (Rate of Recovery) 0.10 Matematyka = Jed no na rzedZ|e.
eV W9 ol

Jak szybko organizm zwalcza wirusa (lub skuteczno$é nowoczesnych terapii).

Podstawowa liczba odtwarzania Ryp = B/ 5 . aa




@ CALKI SUMY RIEMANNA

® Dorota Krawczyk-Stando
Granica, ktorg widac

Pole dzielimy na prostokaty. Im wiecej

podziatéw N, tym wierniej suma przybliza
pole pod krzywa.

® Wykres 3D — interaktywny

N =9 - btad ~8%. N =20 - ~1%.

Granica przestaje by¢ abstrakcyjnym
symbolem.

To samo w 3D. Stupki wypetniaja bryte pod

powierzchnig — catka podwojna staje sie
obrazem.

(N *)



® Dorota K k-Stand
® CALKA OZNACZONA - CAtKA RIEMANNA oLl Lk el

Catka pojedyncza — pole pod krzywa

APROKSYMACJA PODZIAL SUMA

Suma Riemanna: prostokaty pod wykresem
[ @3 sen s Azt ~ 8.82320 funkcji. Szerokos¢ — 0, liczba — oo.

Granica tej sumy to wiasnie catka
* Kezywal prostoaty Riemanna oznaczona. Student widzi, jak przyblizenie
staje sie doktadne.

Suwak N: od 4 prostokatow do 200 — btad
/ spada na oczach. Definicja nabiera sensu.




® Dorota Krawczyk-Stando

e CALKA PODWOJNA SUMA RIEMANNA 3D

Catka podwodjna — bryta pod powierzchnig

FUNKCJA CALKA PODWOJNA SUMA RIEMANNA (N=9?) Zamiast prostokatéw - prostopadl'oéciany
pod powierzchnig z(x,y). Suma — catka

flz,y)=4—z—4? //U f(z,y)dzdy ~ 29.3333 i
podwajna.

Dziedzina catkowania to teraz obszar D na

— S — ptaszczyznie. Widac, jak go pokrywamy

SEICER
= . . 2. 9z .
C L‘+|L V|,,,.Lt Ty Animacja 3D pozwala obrdcic bryte i
T M"'f +‘#~~~T'.\ \i [ s c
B H'T o zobaczy¢, czym naprawde jest [f [ff dA.
\ ol
. Wiy,
L Ny
s L .



® CALKA KRZYWOLINIOWA NIESKIEROWANA

DEFINICJA

® Dorota Krawczyk-Stando

Ptot nad krzywa — catka krzywoliniowa

CAEKA DOKEADNA

1
ffda—f F(a(®), 1) VT T g dt
o ]

& Widok z géry — plaszczyzna XY

Animacja punktu t

APROKSYMACJA (N=12)

=) f(=u0) As;

i=1

® Piot 3D — interaktywny

WYNIK

= (6.1834

(dokladnie: 6.2011)

Krzywa C w ptaszczyznie, funkgcja f(x,y) =
wysokosc. Catka to pole bocznej powierzchni
ptotu.

Nie ,po obszarze”, lecz ,po krzywe}” — to
zasadnicza réznica od catki podwdjne;.

Animacja pokazuje definicje, nie
zastosowanie. Student buduje intuicje przed
wzorem.



® Dorota Krawczyk-Stando

® CALKA POWIERZCHNIOWA ZORIENTOWANA ORIENTACJA

Strona ,+" 1 ,—" — orientacja powierzchni

Catka powierzchniowa zorientowana

1 Strona + (dodatnia)

e
u | T ¢ sene el zalezy od tego, z ktérej strony patrzymy —
‘ S strumien przez powierzchnie ma znak.
| —— WEKTOR NORMALNY STRONY +
IL,,— ‘ | —\i
| ‘ | [ o
W, — | .' Sl Normalny wektor n wskazuje strone
| | S ' 2 / . . . 9 9
L — . dodatnia. Obrocenie powierzchni zmienia
"‘. ] znak catki.
| | A
= | [ WEKTOR NORMALNY STRONY -
| = | Animacja pozwala zobaczy¢, jak normalny
o = | g N = (2,2, -1) obraca sie wzdtuz ptata i co zmienia
| e | . 0
; || orientacja.
| | =
r Lo
|| » o \_\JI KAT NORMALNYCH Z OSIA +0Z




ROLA NAUCZYCIELA ® Dorota Krawczyk-Stando
[

Wyktadowca nie znika — zmienia role

1 P 3 4
Autor koncepcji Ekspert merytoryczny Projektant Krytyczny recenzent
doswiadczen
Decyduje, ktére pojecie i jak Pilnuje poprawnosci Z nadawcy wzordw staje sie Al moze sie myli¢ —
pokazac. To wybor matematycznej i recenzuje tworca sytuacji, w ktorych rodzi odwrocone osie, zte
dydaktyczny, nie techniczny. kazdy efekt. sie intuicja. przeksztatcenia. Bez wiedzy

dziedzinowej btedy przejda
niezauwazone.

... @ harzedzie, ktére to umozliwia, powstato w kilka godzin. O tym — w drugiej czesci.



CZESC Il - Jak to powstato

Co siedzi
pod maska Al

® Prowadzi: Adrian Stando - Capgemini Invent - PJATK




® Adrian Stand
e PORZADKUJEMY POJECIA rian Stando

Al to nie tylko ChatGPT

Sztuczna inteligencja (Al)

Nazwa pochodzi z 1955 r. - Paradygmat projektowania
systemow realizujacych zadania uznawane za inteligentne

Systemy regutowe Uczenie maszynowe (ML)
Reguty decyzyjne budowane statycznie, Reguty wyznaczane automatycznie
bez uczenia na danych treningowych na podstawie danych treningowych

np. systemy eksperckie, drzewa decyzyjne

Z recznie kodowanymi regutami IF-THEN

Modele Modele Uczenie ze
dyskryminacyjne generatywne wzmochnieniem




@ MODELE UCZENIA MASZYNOWEGO

@® Adrian Stando

Dyskryminacyjne vs Generatywne

m)dele dyskryminacyjne

Modelujg zaleznos¢ warunkowag miedzy cechami a wynikiem, aby
przewidzie¢ konkretng wartosc¢ liczbowa.

Cel — estymacja rozktadu a posteriori:
P(Y | X)

X € X (przestrzen cech), Y €Y (etykiety)

Predykcja — maksymalizacja rozktadu warunkowego:
y* = argmax P(Y=y | X=x)

Przyktady: klasyfikator spamu, rozpoznawanie obrazéw

\_

~

mdele generatywne

\_

~

Modelujg ogolny rozktad danych treningowych, aby méc wygenerowac ich
nowe, podobne przyktady.

Cel — estymacja rozktadu danych:

P(X) 1lub P(X, Y)

Typy: GAN - Diffusion models - LLM

Inferencja — autoregresywna maksymalizacja rozktadu warunkowego:

P(Xt+1 | Xl, Xz k) cee 9 Xt)
x* = argmax P(Xe+1=Xe+1 | Xa=Xa1y oy Xe=X¢)

Przyktady: GPT, Claude, Gemini, DALL-E

v




@ MODELE W PRAKTYCE

@® Adrian Stando

Ten sam tekst — dwa rozne modele

Jak reaguje model dyskryminacyjny, a jak generatywny?

»Nie rozumiem, dlaczego catka z sin(x) od @ do m wynosi 2, a nie 0?”

v A

Pytanie: P(Y | wiadomos¢)

odel dyskryminacyjny

Y € {wymaga-pomocy, nie-wymaga-pomocy}

y* = argmax P(Y=y | X=x)

— "wymaga pomocy"” (p = 0.94)

Klasyfikuje — nie wyjasnia

o )

/Model generatywny (LLM)

Pytanie: P(Xe+2 | Xa..Xt)

x* = argmax P(Xt+1=Xt+1 | X1=X1, ey Xt=Xt)

— ,Catka z sin(x) na [0, t] wynosi 2, bo —(cos(m)-cos(0))=2."

Generuje odpowiedz token po tokenie

-




® Adrian Stand
o JAK DZIALA MODEL JEZYKOWY rian Stando

Stowo po stowie

Model nie mysli zdaniami. Czyta tekst i przewiduje
najbardziej prawdopodobny kolejny fragment — token. Catka oznaczona to pole pod

Dokleja go i powtarza. Stowo po stowie buduje catg
odpowiedz.

To wszystko. Cata "pozorna" inteligencja bierze sie z bardzo

dobrego przewidywania nastepnego tokenu. wykresem . 16%
funkcja ‘ 9%
0sig . 4%

Model wybiera "krzywg" ( pyta o nastepny token (tu: stowo). | tak w kétko.



® Adrian Stand
e KRAJOBRAZ MODELI rian stando

Nie tylko ChatGPT — cata rodzina LLMow

‘ OpenAl ‘ Anthropic ‘ Google

GPT Claude Gemini

model komercyjny, w chmurze model komercyjny, w chmurze model komercyjny, w chmurze

...a obok — modele otwarte (open-source), np.: Llama, Gemma, Mistral

Mozna uruchomic¢ na wlasnym sprzecie kilkoma komendami — np. poprzez Ollama czy Google Edge Gallery na smartfonach.
Modele dziatajg bez chmury, bez wysytania danych na zewnatrz.

Dane pod kontrola. Niezbedne do pracy z danymi tajnymi u poufnymi.




. @® Adrian Stand
® KROK DALEJ NIZ CHATBOT rian stando

Czym jest agent Al?

Sam model tylko generuje teskt. Dotdz mu cztery elementy — i zaczyna oddziatywac ze Swiatem zewnetrznym.

System prompt Baza wiedzy (RAG)
instrukcja i rola — kim jest, jak ma siega do dokumentéw i materiatow
dziatac kursu

Model (LLM)

mbzg — decyduje

Pamiec Narzedzia
zapamietuje rozmowe i zasady kalkulator, pliki, wyszukiwarka Google...
projektu

Z tego powstaje agent Al — chatbot nowej generagji, ktory nie tylko mowi, ale dziata.

Jest to uproszczony model — w dzisiejszych czasach mozna dodac jeszcze MCR, skille, wielopoziomowg organizacje instrukcji, bezpieczenstwo, autoryzacje, itd.



® Adrian Stand
® PRZYKLAD AGENTA rian Stando

Claude Code — agent, ktory programuje

Asystent dziatajacy w terminalu. Mowisz mu, czego chcesz —

zwyktym jezykiem. TY PISZESZ:

»Dodaj wizualizacje sumy Riemanna z suwakiem N i
. . - wykresem 3D.”
e Czytaizapisuje pliki d

ma dostep do catego projektu

e Uruchamia polecenia

instaluje, buduje i testuje kod

o Pamieta zasady projektu

plik z instrukcjami = jego pamiec
skille = powtarzalne procedury i instrukcje w trakcie pisania kodu

...gotowy, dziatajgcy komponent — w minuty.



@® Adrian Stando
e PROCES TWORZENIA 5

Jak powstata ta aplikacja

O @ O,

Matematyk Agent Al Razem

Definiuje pojecie i cel dydaktyczny Pisze kod: komponenty React, Ogladamy, oceniamy, poprawiamy.
— co i dlaczego pokazac. logike w TypeScript, wykresy, Iteracja w minutach.
wzory, interakcje.

Efekt: tygodnie pracy zespotu programistow — godziny. Cztowiek pozostaje ekspertem — Al jest wykonawca.

Wiedza dziedzinowa jest kluczowa: Al proponuje, matematyk weryfikuje. Btedy w kodzie (odwrdcone osie, zte przeksztatcenia) sg
subtelne — wykrywa je tylko ekspert.



e CO WARTO ZAPAMIETAC

Cztery wnioski

@ Intuicja potrzebuje narzedzi.

Interaktywna wizualizacja buduje obraz, ktorego nie da tablica.

@ Al tworzy materiaty — w godziny.

Wyktadowca robi to sam, bez zespotu programistow.

@ Rola nauczyciela rosnie, nie maleje.

Z nadawcy wzorow — w projektanta doswiadczen i eksperta.

Wyprébuj animacje!

https.//animacje-matematyczne.github.io

@ Wiedza dziedzinowa jest niezbedna.

Al moze sie myli¢. Tylko ekspert wytapie btad merytoryczny — krytyczne myslenie to nie
opcja, to wymaog.

. . . . . Dorota Krawczyk-Stando - Politechnika t6dzka
DZ|¢kUJemy Za uwage. Chetnle OdeWIemy na pytama' Adrian Stando - Capgemini Invent - PJATK


https://animacje-matematyczne.github.io/
https://animacje-matematyczne.github.io/
https://animacje-matematyczne.github.io/
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