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Jak stworzy¢ optymalne kolokwium z matematyki
przy uzyciu narzedzi Al

Projektowanie zadan, wariantdéw, rozwiazan i punktacji dla analizy matematycznej oraz algebry
liniowe] z geometrig
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Konspekt

G Cel i problemy projektowe Warianty, walidacja i kalibracja

trudnosci

Rozwiagzania krok po kroku i przydziat
punktow

e Narzedzia Al

a Proces tworzenia kolokwium z Al Dobre praktyki i ryzyka

Korzysci dla prowadzacego

0 Promptowanie zadan z analizy
matematycznej. Promptowanie
zadan z algebry liniowej i geometrii
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Po co uzywac AI?

Al skraca czas przygotowania kolokwium, ale wymaga kontroli
merytoryczne,.



Gtowne cele projektowe
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1. spOjnosc z efektami uczenia sie i
sylabusem
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4. kontrola poziomu trudnoéci oraz
Czasu rozwigzywania
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4 N

2. zrdznicowanie typow zadan:
rachunkowe, dowodowe, interpretacyjne
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5. automatyczne przygotowanie
szkicu rozwigzania i punktacji
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3. szybkie generowanie wielu
rownowaznych wariantéw

N
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Narzedzia Al

Perplexity:

N aj le PSZY (wybiera najlepszy dostepny model)
Sonar 2 (model od Perplexity)

GPT 5.4 (wszechstronny model an
Gemini 3.1 Pro (Najnowszy model googla)
Claude Sonnet 4.6 szybuimocet

Anthropic)

Kimi K2.6 (Najnowszy
model Moonshot Al)

Nemotron 3 Super (Model NVIDIA

Nemotron 3 Super 120B)

Copilot:

S Ma I’t (Mysli gteboko lub szybko w zaleznosci od
zadania)

ZaStanéW S|Q (Lepsze w przypadku

bardziej ztozonych tematdéw)

Studiowanie i Nauka esy,

nauka z przewodnikiem i nie tylko)

WySZU kaj (Odpowiedzi z rozszerzonymi

odwotaniami)
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Proces tworzenia kolokwium z Al

N~ N~ )

1. Specyfikacja 2. Generowanie 3. Walidacja
zdefiniuj efekty uczenia sie, liczbe popros model o zadania wraz z sprawdz poprawnosc tresci, danych i
zadan, czas i progi ocen warunkami formalnymi rozwiazan

- AN AN J

4. Kalibracja 5. Finalizacja
dopasuj trudnos¢, dtugosé utwoérz warianty A/B/C i karte
rachunkow i rozktad punktéw oceniania

- AN J
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Analiza matematyczna: prompt (Perplexity)

ﬂtéz zadanie kolokwialne z analizy matematycznej dla I roku informatyki.

Temat: badanie przebiegu funkcji jednej zmiennej.

Zadanie ma wymagac obliczenia dziedziny, pochodnej, przedziatdw monotonicznosci i ekstremow,
punktow przegiecia i wypuktosci/wklestosci, asymptot.

Dobierz liczby tak, by rachunki byty wykonalne w 12 minutach.

Qodaj tez petne rozwiazanie i punktacje na 10 punktow.




Polsko-Japonska Akademia Technik Komputerowych

Analiza matematyczna: wynik (Perplexity)

ﬁbadaj przebieg funkcji

x2-2x+2
fo) =——"—

W szczegdlnosci:
wyznacz dziedzine,

oblicz pochodng i wyznacz przedziaty monotonicznosci oraz ekstrema,

oblicz drugg pochodng i wyznacz przedziaty wypuktosci/wklestosci oraz punkty przegiecia,

Qyznacz asymptoty.
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Analiza matematyczna: rozwiazanie (Perplexity)

1. Dziedzina 4. Druga pochodna i wypuktosé¢
Mianownik nie moze by¢ zerem: f'x) =——= Punktacia (10 pkt
x—1#0=>x#1 (x—1)3 u ja (10 pkt)

Dziedzina: D = R\ {1} Znak: Dziedzina: 1 pkt
2. Uproszczenie funkgji dlax < 1: f(x) < 0 - funkcja wklesta Poprawne przeksztatcenie funkcji: 1 pkt
Dzielimy wielomiany: .

X2 — 2% 42 1 dlax > 1: f(x) > 0 - funkcja wypukta Pochodna: 2 pkt

_— X — 1 + _— . s

x—1 -1 Punkt przegiecia: brak (funkcja nie jest okre$lona w x = 1) Monotonicznosc: 2 pkt

Ekstrema: 1 pkt
3. Pochodna i monotonicznosé

) =1 1 Druga pochodna: 1 pkt
X) = —
(x — 1)2 5. Asymptoty B ”
Szukamy miejsc zerowych: . Wypuktosc/wklestosc: 1 pkt
1 Pionowa: .
1- G-DZ" 0 x=1 Asymptoty: 1 pkt
x —
_r =1=>@x-12=1 Ukoéna (z rozktadu): Razem: 10 pkt
(X - 1)2 y=x- 1

x—1=41=>x=0Ilubx =2
Badamy znak pochodnej:
dax<0:f'(x)>0
dad<x<1l:f'(x) <0
dal<x<2:f'(x)<0
dlax>2:f'(x) >0
Monotonicznosé:

rosnaca: (— 00) U (2’ o)

malejgca: (00 1) U (1-2)

Ekstrema:

maksimum lokalnew x = 0: f(0) = —2
minimum lokalnew x = 2: f(2) = 2
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Analiza matematyczna: prompt (Copilot)

m’céz zadanie kolokwialne z analizy matematycznej dla I roku informatyki.

Temat: badanie przebiegu funkcji jednej zmiennej.

Zadanie ma wymagac obliczenia dziedziny, pochodnej, przedziatdw monotonicznosci i ekstremow,
punktow przegiecia i wypuktosci/wklestosci, asymptot.

Dobierz liczby tak, by rachunki byty wykonalne w 12 minutach.

\\Podaj tez petne rozwiazanie i punktacje na 10 punktow.
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Analiza matematyczna: wynik (Copilot - StudyMode)

ﬂ)zwaz funkcje

Wyznacz dziedzine funkcji f.

Oblicz pochodng f'(x)i wyznacz punkty krytyczne.

Na podstawie znaku pochodnej okresl przedziaty monotonicznosci funkcji foraz wskaz jej
ekstrema lokalne (z podaniem wartosci funkcji).

Oblicz druga pochodna /"' (x) ,wyznacz przedziaty wypuktosci i wklestosci oraz sprawdz,
czy funkcja ma punkty przegiecia.

\ﬁyznaez wszystkie asymptoty funkcji f.

x%2—4x+5
x—1

fx) =
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Analiza matematyczna: rozwiazanie (Copilot)

1. Dziedzina
Mianownik nie moze by¢ réwny zero:
x—1+0>=>x#1

Dziedzina:
Df = R\ {1}.
.2Pochodna i punkty krytyczne
Mamy
x?—4x+5
fe=——5

Uzywamy wzoru na pochodng ilorazu:
, Rx—4)(x—1)— (x> —4x +5)
flx) = 5 :
(x—1)

Licznik:
Rx—4Hx—-1)=2x>—2x—4x+4=2x*—6x+4,
(x> —6x+4)— (x> —4x+5)
=2x2—6x+4—x®+4x—-5=x%-2x—1.

Zatem
, x?—2x—1
f (x) = W,X * 1.
Punkty krytyczne: miejsca zerowe licznika (bo mianownik # 0 na
dziedzinie):
x> =2x—1=0 = xzﬁzﬁzli\/z

Oba punkty nalezg do dziedziny, wiec sg punktami krytycznymi:

X, =1=V2,x, =142

3. Monotonicznos$é i ekstrema
Znak pochodnej:
mianownik (x —1)? > 0dlax # 1,

wiec znak f'(x)zalezy od licznika x? — 2x — 1 ,ktéry
jest parabola ,w gére”.

Miejsca zerowe: 1 —v2 < 1 ++/2 .Schemat znaku
licznika:

dlax < 1 —+/2 :dodatni,

dlal -2 < x <1++2 :ujemny,

dlax > 1+ /2 :dodatni.

Z uwzglednieniem przerwy w dziedziniew x = 1:
Rosnaca na (—oo 1 —+/2)oraz (1 + V2 +o),

Malejaca na (1 — v2,1)oraz (11 + V2).

Ekstrema lokalne:

W x; = 1 —+/2 :pochodna zmienia znak z ,,+” na ,,-” =
maksimum lokalne. Obliczamy warto$¢:

f(x) )
=x—3+ To1 (dzielenie wielomianow: x* — 4x + 5
=(x-Dx-3)+2),

f(1-v2)= (1—«/5)—3+1;

5 -V2-1
=—2-V2+—==-2-V2-V2=-2-2V2.

2
Maksimum lokalne:

(1-v2,-2-2V2)

W x, = 1 ++/2 :pochodna zmienia znak z ,-” na ,,+” =
minimum lokalne.

f(1+\/§)=(1+‘/§:)—3+Eﬁ:=—2+‘/§+‘/§
V2
=-2+2V2

Minimum lokalne: L
(1+V2,-2+2V2)
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Analiza matematyczna: rozwiazanie (Copilot)

4. Druga pochodna, wypuktosé, wklestosé, punkty przegiecia
Mamy

fl) = (x?>-2x—1D(x—1)72
Liczymy pochodna:

') =Cx—-2)x—1D 2+ x?*?-2x—1)- (-2)(x — 1)73.
Wytaczamy (x — 1)73:
') =(x—173[2x—2)(x — 1) — 2(x? — 2x — 1)].

Obliczamy nawias:

(2x —2)(x — 1) = 2x% — 4x + 2,

2(x2 —=2x—1) = 2x%? —4x — 2,

(2x% —4x +2) — (2x% — 4x — 2) = 4.
Zatem
r 4
f (X) = m,x #* 1.

Znak:
dlax <1: (x —1)3 < 0= f"(x) < 0 =funkcja wklesta,
dlax > 1:(x —1)3 > 0= f"(x) > 0 =funkcja wypukta.
Aby istniat punkt przegiecia, funkcja musi by¢ ciggta w punkcie, w ktdrym zmienia sie
znak f'' .Tutaj znak zmienia sie przy x = 1, ale fnie jest tam okreslona (mamy przerwe
niewtasciwg — asymptote pionowg). Wniosek: funkcja nie ma punktéw przegiecia.
Podsumowanie:
Wklesta na (—, 1),
Wypukta na (1’ o),
Brak punktow przegiecia.

5. Asymptoty
Asymptota pionowa

Mianownik zeruje sie w x = 1, a licznik
w tym punkcie:
12—4-145=1-4+5=2=+0,

wiec mamy asymptote pionowa:
|x = 1|

Asymptota ukosna

Wykonujemy dzielenie wielomianow:
x*—4x+5 - 2
x—1 7 x—1
Dlal x |- oosk’cadniki1 - 0 ,wiec
Y
f(x) ~x—23.
Zatem asymptota ukosna:
y=x—3|
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Analiza matematyczna: rozwiazanie (Copilot)

Propozycja punktacji (razem 10 pkt)
Dziedzina Dy = R \ {1} 1 —pkt

Pochodna f'(x) = 1)2

2 pkt za poprawne wyznaczenie pochodnej,

1 pkt za rozwigzanie réwnania f'(x) = 0i wskazanie punktéw krytycznych.
Monotoniczno$¢ i ekstrema lokalne — 2 pkt

1 pkt za poprawne przedziaty rosngca/malejaca,

1 pkt za poprawne rozpoznanie maksimum w 1 — V2i minimum w 1 + +/2z wartoéciami funkcji.
Druga pochodna, wypukioéé/wklesiosic’, punkty przegiecia — 2 pkt

X2 oraz poprawne punkty krytyczne x = 1 + /2 3 —pkt

1 pkt za poprawne f''(x) = ——i przedziaty wypuktosci/wklestosci,

)3
1 pkt za poprawny wniosek o braku punktow przegiecia (ze wzgledu na brak ciggtosci w x = 1).
Asymptoty — 2 pkt
1 pkt za asymptote pionowg x = 1,
1 pkt za asymptote ukosng y = x — 3.

Jesli chcesz, moge dorobic do tego zadania krdtkq tabelke znakow (do rozdania studentom)
albo wersje w czystym LaTeX-ie gotowq do wklejenia do arkusza kolokwium.
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Analiza matematyczna (egzamin): propmpt (Copilot)
a R

Utdz egzamin z analizy matematycznej dla | roku informatyki. Tematy obejmujg zatgczone pliki. Dobierz liczby tak,

by rachunki byty wykonalne w 60 minutach. Podaj tez petne rozwigzanie i punktacje na 50 punktéw.

N /

Swietnie, Elzbieto — zanim zaczne uktadaé petny egzamin, musze zatrzymac sie na chwile, bo w trybie Study nie moge od razu wygenerowac
kompletnego egzaminu z rozwigzaniami. Zamiast tego poprowadze Cie krok po kroku, tak aby$smy wspoélnie zbudowali taki egzamin — doktadnie taki,
jakiego potrzebujesz.

Zacznijmy od jednego kluczowego pytania, ktére pozwoli mi dobra¢ odpowiedni poziom trudnosci i styl zadan:
Jakie typy zadan chcesz mie¢ w egzaminie? Na przyktad:

rachunkowe (granice, pochodne, catki),

dowodowe,

zadania z definicji (ciggtos¢, zbieznosc),

krotkie odpowiedzi,

dtuzsze problemy z petnym uzasadnieniem.

Mozesz wybrac kilka kategorii albo wskaza¢ proporcje (np. 70% rachunkowe, 30% teoretyczne).

Gdy odpowiesz, przejdziemy do kolejnego kroku i wspdlnie utozymy pierwsze zadanie.
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Analiza matematyczna(egzamin): zadania (Copilot)

Egzamin z Analizy Matematycznej — | rok Informatyki

Czas: 60 minut Maksymalna liczba punktéw: 50

Zadanie 1 (8 pkt) — Funkcje elementarne, logarytmy, wyktadnicze
(4 pkt) Wyznacz dziedzine funkcji

x—1
f(x) =ln<x2 _4).

(4 pkt) Rozwigz réwnanie
32%-1 = 27.9%,

Zadanie 2 (8 pkt) — Ciagi liczbowe i szeregi
(4 pkt) Dany jest ciag

_3n—2

= onta
a) Obliczlim a,) .b) Zbadaj, czy ciag jest rosngcy czy malejacy od
n—-oo

pewnego miejsca.
(4 pkt) Zbadaj zbieznos¢ szeregu

(_1)n+1
—Tl .

n=1
Odpowiedz: (i) zbiezny/rozbiezny, (ii) bezwzglednie/warunkowo.
Zadanie 3 (9 pkt) — Granice, ciggtos¢, pochodna
(4 pkt) Oblicz granice

) Vx+2-2
lim —.
x—2 xX—2

( 3pkt) Zbadaj ciggtosé funkgji
_|x? =4, x#2,
fe) = { 0, x = 2.
( 2pkt) Oblicz pochodng funkgji
g(x) =x%Inx,x > 0.

Zadanie 4 (9 pkt) — Zastosowania pochodnej, ekstrema, Taylor
(5 pkt) Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji

f(x) =x3-3x,x eR.
Wyznacz: przedziaty monotonicznosci, ekstrema lokalne oraz punkty
przegiecia.
(4 pkt) Napisz rozwiniecie w szereg Taylora (Maclaurina) do wyrazéw rzedu
x3wiacznie dla funkgji

h(x) = e”*.

Zadanie 5 (10 pkt) — Catki nieoznaczone, oznaczone, pole figury
(4 pkt) Oblicz catke nieoznaczong

fx cosx dx.
(3 pkt) Oblicz catke oznaczong

1
f (x% + 1) dx.
0

(3 pkt) Oblicz pole figury ograniczonej wykresami funkcji y = xoraz y
)
= x“.
Zadanie 6 (6 pkt) — Rdwnania rézniczkowe zwyczajne
Rozwigz zagadnienie Cauchy’ego
y' =2y =4,
y(0) = 1.
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Analiza matematyczna: rozwiazanie (Copilot)

Zadanie 1 (8 pkt)

1. Dziedzina (4 pkt) Zatem:

x—1
Warunek: ’ Dziedzina:
" >0,x # —2,2. D = (=2,—1) U (2 ). (4 pkt)
(x—2)(x +2) 2. Rdwnanie wyktadnicze (4 pkt)
Rozpatrujemy znaki: 32x-1 — 27. 9%
Miejsca zerowe i osoblcixvloéci: -2,1,2. Zapisujemy wszystko w podstawie 3:
Tabela znakéw dla ———: 27 = 33
(x=2)(x+2) X é X ox
Przedziaty:(— 0, —2), (=2 1), (1- 2), (2> 0). 9% = (39)* =37,
Sprawdzamy znak: Rownanie:
—4 —4 32x—1 — 33 . R2X Q2x+3_
x = —3: =—>7=<0. , , LT ”
(_—15)(—1)_1 5 Poréwnujemy wyktfadniki:
x—O:(_z)(z)z_—4>0. » 2x —1=2x+3=-1=3,
=15 05 _ 05 g COers sprzc’a'czne.. . 1
(2—0-5)(3) -15 Whiosek: rownanie nie ma rozwigzan. (4 pkt)
x=3: > 0.

(1)(5)
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Analiza matematyczna: rozwiazanie (Copilot)

Zadanie 2 (8 pkt)

1. Ciag a,, =
(a) Granica:
2
poo dn—2 3—-5 3
114er—1>00 2n+4 lnn—lwo 2+£_2'
n

)b) Monotonicznos¢ od pewnego miejsca.
Rozwazamy réznice:
3(n+1)—-2 3n—-2 3n+1 3n-2

Gn+1 ™ Gn = 2+ 1D +4 2n+4 2n+6 2n+4

Sprowadzamy do wspdélnego mianownika:
Bn+1)2n+4)— Bn-2)(2n +6)

Gnt1 ™ Gn = (2n + 6)(2n + 4)
Licznik:
Bn+1)2n+4)=6n*+12n+2n+4
= 6n’ + 14n + 4,
Bn-2)2n+6)=6n?+18n—4n—12
= 6n? + 14n — 12.
Rdznica:

(6n? + 14n + 4) — (6n? + 14n — 12) = 16.

Zatem:
16

a —a, =
T T 4+ 6)(2n + 4)
Ciag jest scisle rosnacy i zbiezny do% 2) .pkt za granice, 2 pkt za

>0dlan = 1.

monotonicznosd)

2. Szereg naprzemienny z
n=
To szereg:
- 1
Z ( _1)7’l+1 _
n=1 n

Z kryterium Leibniza: szereg jest zbiezny.
Sprawdzamy zbieznos¢ bezwzgledna:

1 . 1
~NOQorazlim =-=0.
n n—-oo n

- (—1)"+1 ‘i"l
DT
n=1 n=1

—szereg harmoniczny, rozbiezny.
Whiosek: szereg jest zbiezny warunkowo. (2 nkt za zbieznos¢, 2 pkt za
,warunkowo”)
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Analiza matematyczna: rozwiazanie (Copilot)

Zadanie 3 (9 pkt)
1. Granica (4 pkt)
_ Vx+2-—2
lim :
xX—2 X — 2
, 0 . . .
Mamy postac 5 .Mnozymy przez sprzezenie:

Vx+2—2 NVx+24+2 x+2-—4

X — 2 \/x+2+2=(x—2)(\/x+2+2)
1

X — 2

z(x—2)(\/x+2+2)=\/x+2+2'

Zatem:
o Vx+2-2 1 1 1
m, =2 T VA+2 242 4
(4 pkt)

2. Ciagtosc¢ funkcji (3 pkt)
x> —4, x+2,
flx) = { 0, x = 2.
Sprawdzamy granice w 2:
lim f(x)=lim &?*-4)=4-4=0.
xX—2 x—2
Mamy:
f(2) = O'Ii,r}lz f(x)=0.
Zatem funkcja jest ciagta w punkcie x = 2.
(3 pkt)
3. Pochodna g(x) = x?Inx (2 pkt)
Dla x > 0:

1
g (x) = 2xInx + x? - =2xnx+x(2 pki)
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Analiza matematyczna: rozwiazanie (Copilot)

Zadanie 4 (9 pkt)
1. Przebieg zmiennosci f(x) = x3 — 3x (5pkt)
Pochodna:

f1) =3x" =3 =3(x*-1) =3(x- D@ +1). 2. Maclaurin dla e*do x3 (4pkt)
Punkty krytyczne: x = —1,1. ) s 3
Tabela znakow f: A
x < —1:np.-2:f'(-2) =3(4—-1) > 0-rosnie, Do rzedu x*whacznie: 2t 3
—1<x<1l:np.0: f'(0) = -3 < 0-maleje, ’ 2 3
x> 1:np.2: f'(2) =3(4—1) > 0-rosnie. exz1+x+x_+x__
Ekstrema: (4pkt) 2 6
w x = —1: przejscie z rosngcej na malejgca ~ maksimum lokalne f(—1) = -1+ 3 P
=2,

w x = 1: przejscie z malejacej na rosnagcg = minimum lokalne f(1) =1 -3 = —-2.
Druga pochodna:
f"(x) = 6x.
Punkt przegiecia: f''(x) = 0 = x = 0 .Sprawdzamy zmiane znaku:
x < 0: f"(x) < 0-wklesta,
x > 0: f""(x) > 0 —-wypukta.
Zatem x = 0— punkt przegiecia, f(0) = 0.
Podsumowanie (5 pkt):
rosnie na (- o, -1)U (1’ ),
maleje na (-1,1),
max lokalne: (—1,2),
min lokalne: (1 —2),
punkt przegiecia: (0’ 0).



Polsko-Japonska Akademia Technik Komputerowych

Analiza matematyczna: rozwiazanie (Copilot)

Zadanie 5 (10 pkt)
1. Catka [x cosx dx (4pkt)

Catkowanie przez czesci:
u=x=du=dx,
dv = cosx dx = v = sinx.

jxcosx dx=xsinx—j1-sinx dx = xsinx + cosx + C.

4)pkt)
2. Catka oznaczona fol(x2 + 1) dx 3)pkt)

v 2 1 N 4
jo(x +1)dx=[?+x]0=<§+1>—(0+0)=§.
3)pkt)

3. Pole figury miedzy y = xi y = x2 3)pkt)
Najpierw punkty przeciecia:
x=x’2x?—-x=0=2>x(x—-1)=0=>x=0,1.

P_fl 2y ax = | B (11 .
=) (xmxdx =)o 273/ T E

Na [0-1] :x > x? ,wiec pole:

( 3pkt)
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Analiza matematyczna: rozwiazanie (Copilot)

Zadanie 6 (6 pkt) - ROwnanie rozniczkowe
Zagadnienie Cauchy’ego:

y'—2y=4,y(0) = 1.

To liniowe rownanie I rzedu. Rozwiazujemy standardowo.

Najpierw rozwigzanie jednorodne:

y' =2y =0=y, = Ce?*.

Szukamy rozwigzania szczegolnego rownania niejednorodnego. Stata

prawa strona — probujemy Yp = A) stata):

Yy =00-2A=4=A=-2.

Rozwigzanie ogoélne:

Warunek poczatkowy:

y(0)=C-1-2=1=C=3.

Ostatecznie:

6)pkt)

y(x) = Ce?* — 2.

y(x) = 3e?* — 2.

Podsumowanie punktacji
Zadanie 1: 8 pkt

Zadanie 2: 8 pkt

Zadanie 3: 9 pkt

Zadanie 4: 9 pkt

Zadanie 5: 10 pkt

Zadanie 6: 6 pkt

Razem: 50 punktow.
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Analiza matematyczna: prompt (Copilot) - kalibracja

Gsz zadanie kolokwialne z analizy matematycznej dla | roku informatyki. \
Temat: badanie wypuktosci funkcji jednej zmiennej oraz znajdowanie jej punktéw przegiecia.
Zadanie ma wymagac obliczenia dziedziny, pochodnej do drugiego rzedu.
Jednoczesnie zaproponowana funkcja ma miec jeden punkt przegiecia mimo trzech miejsc zerowych
drugiej pochodnej.
Dobierz liczby tak, by rachunki byty wykonalne w 10 minutach.

Qdaj tez petne rozwigzanie i punktacje na 7 punktow.
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Algebra liniowa i geometria: prompt (Copilot)

4 N

Wygeneruj zadanie kolokwialne z algebry liniowej z geometrig analityczna.
Student ma policzy¢ rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty oraz sprawdzi¢, czy dany punkt
do niej nalezy.

Zadbaj o liczby catkowite i rozwigzanie mozliwe w 10-12 minut. Dodaj rozwigzanie krok po kroku i

punktacje na 8 punktow.
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Algebra liniowa i geometria: wynik

-

-

Rozwaz punkty A = (1,-2,0),B = (3,1,2),C = (—1,0,3)oraz punkt D = (2,—1,1).
a) (5 pkt) Wyznacz rownanie ptaszczyzny m przechodzacej przez punkty 4, Bi C.

b) (3 pkt) Sprawdz, czy punkt Dnalezy do ptaszczyzny .
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Algebra liniowa i geometria: rozwigzanie

(a) Rownanie ptaszczyzny 7 (5 pkt)
Krok 1 - wektory kierunkowe (1 pkt)
AB=B—-A=03B-11-(-2),2-0) = (23.2),
AC=C—-A=(-1-10-(=2),3—-0) = (=2,2,3).
Krok 2 — wektor normalny przez iloczyn wektorowy (2 pkt)

n=ABXAC=|2 3 2
-2 2 3

n=i3-3-2-2)—j(2:3-2-(-2))+k(2:2-3-(-2))

=1i(9 —4) —j(6 + 4) + k(4 + 6) = (5,—10,10).
Mozemy uproscic¢, dzielac przez 5: 1 = (1, —2,2).
Krok 3 — rownanie ptaszczyzny przez punkt A(2 pkt)
Rownanie ogdlne:

n(x —x4) +ny(y —ya) + n3(z — 24) = 0.
Podstawiamy n = (1> — 22)oraz A = (1 — 20):
1(x—1)—-2(y+2)+2(z—-0)=0.

x—1-2y—4+422=0= x—2y+2z—5=0.

Odpowiedz (a):
m:x—2y+2z—5=0.
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Algebra liniowa i geometria: rozwigzanie

(b) Czy punkt D nalezy do ? (3 pkt)
Krok 1 — podstawienie wspotrzednych punktu D (2 pkt)
Punkt D = (2,—1,1) .Sprawdzamy:
x—2y+2z—-5=2-2(-1)+2-1-5.
24+24+2-5=6—-5=1=+0.
Krok 2 — wniosek (1 pkt)
Poniewaz wartos¢ po podstawieniu jest rozna od zera, punkt D nie nalezy do ptaszczyzny .
Odpowiedz (b): Punkt Dnie lezy na ptaszczyznie .
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Jak tworzy¢ wiele wariantow

Parametry Ograniczenia

zmieniaj wspotczynniki, ale zachowaj ten sam w promptach wpisuj zakres liczb, czas i
schemat rozwigzania maksymalng ztozonos¢ rachunkéw
Rownowaznos¢ Bezpieczenstwo

zadaj poréwnania wariantéw pod katem liczby unikaj prostego przestawiania liczb, gdy
krokdéw i typdw umiejetnosci prowadzi to do identycznych wynikow

koncowych
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Algebra liniowa i geometria: prompt (wersje)

ﬁygeneruj trzy rownowazne wersje zadania kolokwialnego z rozktadu rzeczywistej funkcji wymiernej na\
sume wielomianu oraz utamkow prostych pierwszego i drugiego typu: wersje A, Bi C.
Kazda wersja ma sprawdzac doktadnie te same umiejetnosci: pisemne dzielenie wielomiandéw, rozktad
funkcji wymiernej na sume wielomianu oraz funkcji wymiernej wtasciwej, rozktad funkcji wymierne;
wtasciwej na sume utamkéw prostych pierwszego i drugiego typu .

Dobierz rézne wspotczynniki tak, aby liczba krokow rachunkowych i poziom trudnosci byty

porownywalne. Na koricu poréwnaj wersje i krotko uzasadnij ich rownowaznosé. Dobierz liczby tak, aby
{achunki byty jednoznaczne i wykonalne w 15 minut.
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Algebra liniowa i geometria: zadania

Wersja A
Rozt6z funkcje wymierng
2x3+5x2 —3x+ 4
fx) = 5
x%(x —2)
na sume wielomianu oraz utamkow prostych pierwszego i drugiego typu.
W szczegdlnosci wykonaj:
Pisemne dzielenie wielomiandw, aby zapisac

R(x)
flx) =Qx) + 2 —2)
Roztéz funkcje wymierng wtasciwg
R(x)
x2(x —2)

na utamki proste postaci

A B C

—+—=+

X x2 x-2
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Algebra liniowa i geometria: zadania

Wersja B
Roztdz funkcje wymierng
3x3 —4x*>+7x —5
9(x) = x(x + 1)?
na sume wielomianu oraz utamkow prostych pierwszego i drugiego typu.
W szczegdlnosci wykonaj:
Pisemne dzielenie wielomiandw, aby zapisac

R(x)
= + :
gx) =Q(x) X 1 1?2
Roztdz funkcje wymierng witasciwg
R(x)
x(x + 1)?
na utamki proste postaci

A+ B N C
x x+1 (x+1)%




Polsko-Japonska Akademia Technik Komputerowych

Algebra liniowa i geometria: zadania

Wersja C
Rozt6z funkcje wymierng
4x3 + x> —6x+9
(x —1)x2
na sume wielomianu oraz utamkow prostych pierwszego i drugiego typu.
W szczegdlnosci wykonaj:
Pisemne dzielenie wielomiandw, aby zapisac

R(x)
h(x) =Q(x) + o= D2’
Roztéz funkcje wymierng wtasciwg
R(x)
(x —1)x2

na utamki proste postaci

A B C

—+—=+
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Algebra liniowa i geometria: uzasadnienie

Dlaczego wersje sg rownowazne?

Wszystkie trzy zadania wymagaja:

tego samego schematu rozwigzania,
pisemnego dzielenia wielomiandw stopnia 3 przez wielomian stopnia 3,
rozktadu funkcji wymiernej wtasciwej na trzy utamki proste,
identycznych typow mianownikow:
e jeden czynnik liniowy,
* jeden czynnik liniowy podniesiony do kwadratu,
* |ub odwrotnie, ale zawsze tgcznie trzy sktadniki.
Kazde zadanie prowadzi do uktadu trzech rownan liniowych dla wspétczynnikéw A, B, C, co daje

porownywalny czas i trudnosc obliczen.
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Algebra liniowa i geometria: uzasadnienie - LateX

%% %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %0 % % % % % % % % % % % % % % %0 % % % %0 % % %0 %0 70 %09
% POROWNANIE WERSJI
% % % % % % % % % % % %0 %0 %0 % %o % %0 %0 %6 % Yo %0 %0 %0 %6 %o Yo Y0 %0 %0 %o Yo Yo Y0 %0 %0 %o Yo % Y0 %0 %0 %o Yo Y0 %0 %0 % % % Yo

\medskip
\textbf{Poréwnanie wersji i uzasadnienie rownowaznosci.}

We wszystkich trzech wersjach:
\begin{itemize}

\item stopien licznika jest o 1 wiekszy niz stopien mianownika, co wymusza pisemne dzielenie wielomiandéw
(ta sama umiejetnosc),

\item mianownik rozktada sie na iloczyn jednego czynnika liniowego i jednego nierozktadalnego czynnika
kwadratowego z rzeczywistymi wspoétczynnikami,

\item po podziale otrzymujemy czes$¢ wielomianowa stopnia $1$ oraz funkcje wymierng wtasciwa,

\item funkcja wymierna wtasciwa rozktada sie na sume utamka prostego z czynnikiem liniowym w
mianowniku oraz utamka prostego z czynnikiem kwadratowym w mianowniku,

\item uktady rownan dla wspétczynnikow $A,B,C$ sa trojrownaniowe, liniowe i rachunkowo poréwnywalne
\end{itemize}

Liczba krokdéw rachunkowych (dzielenie + wyznaczanie $A,B,C$) oraz poziom trudnosci sg zblizone, a rachunki
sg jednoznaczne i mozliwe do wykonania w ok. 15 minut.

w
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Kalibracja trudnosci

Dobrze skalibrowane kolokwium balansuje trudnos¢ pojeciowa i rachunkowa.

Liczba krokéw rozwigzania [ E R
Obciazenie rachunkowe [ EREREREEEE—
Poziom abstrakcji - ]

Ryzyko btedu technicznego - ]

80%

65%

55%

70%
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Dlaczego nie nalezy do konca ufac AI ?

Wersja 2 (7 pkt)
Zbadaj wypuktosc funkcji
flx) = %xs —x3 + 2x2.
W szczegolnosci:
Dziedzina
£, f7(x)
Miejsca zerowe "
Wypuktosc¢/wklestosé
Punkty przegiecia
Rozwiazanie
Dziedzina:
R
Pochodne:
f'(x) =x*—3x%+ 4x
f'"(x) =4x3—6x+4
Upraszczenie:
f"(x) =202x3-3x+2)
Rozktad:
2x3—3x+2=(x—-1)2Q2x +2)
() =2(x—-1)*(x+1)

Miejsca zerowe:
x = 1 (krotnos¢ 2)

x=-1
Znak:
(—oo—1):—
(—11) +
(1) 00) :+
Punkt przegiecia:

x = —1 (zmiana znaku)
x = 1 brak zmiany
(-1 = 1+1+2—14
f i ;54— 14 B >
Punkt przegiecia: (?, 1?)

|

UWAGA: g(x)= 2x3 — 3x + 2
g(1)=2%1-3+2= 0!l

Punktacja (7 pkt)
Dziedzina (1 pkt)

f" (1pkt)

f" (Apkt)

Miejsca zerowe (2 pkt)
Analiza znaku (1 pkt)
Punkt przegiecia (1 pkt)
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Weryfikacja rozwiagzan - schemat dla analizy matematycznej

/1. Dziedzina

Czy funkcja jest okreslona dla
wszystkich punktow uzytych w
rozwigzaniu?

Czy nie pojawit sie logarytm z liczby
niedodatniej?

Czy nie ma dzielenia przez zero?
Czy nie ma pierwiastka z liczby

\ujemnej? /

/4. Szybka kontrola wyniku \

Czy wynik mozna wstawi¢ z
powrotem do zadania?

Czy rownanie po podstawieniu sie
zgadza?

Czy granica daje sensowng wartos$c¢?
Czy znak wyniku pasuje do

~

oczekiwan?

~

/2. Warunki zadania

Czy Al uwzglednito wszystkie
zatozenia?

Czy nie pomineto ograniczenia
typu x> 0,x # a,

x € [a b]?

Czy odpowiedz dotyczy doktadnie
tego, o co pytano?

o J

/5. Test punktow kontrolnych \

Czy funkcja ma prawidtowy znak w
punktach testowych?

Czy pochodna ma prawidtowy znak
na wybranych przedziatach?

Czy druga pochodna zmienia znak
tam, gdzie ma by¢ punkt przegiecia?
Czy ekstremum rzeczywiscie spetnia

\\ warunek zmiany znaku pochodnej? /

/3. Rachunki posrednie

Czy kazdy krok wynika z
poprzedniego?

Czy nie zniknat przypadkiem znak
minus?

Czy nawiasy zostaty rozwiniete
poprawnie?

Czy pochodne, catki i przeksztatcenia
\\sa policzone zgodnie ze wzorami?

\

/

/6. Spojnosc¢ odpowiedzi

Czy koncowy wynik zgadza sie z
wczesniejszymi krokami?

Czy jednostki, wspétrzedne i
argumenty sg zapisane poprawnie?
Czy Al nie pomieszato minimuni ¢
maksimum?

Czy nie podato punktu przegiecii .
\\ tam, gdzie brak zmiany wypukto ;ci’

~

/
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Dobre praktyki
R6b \ ﬂka] N
Zawsze porownaj wynik Al z Nie publikuj zadan bez weryfikacji
rozwigzaniem wykonanym niezaleznie. rachunkowe,;.
Whpisuj do promptu efekty uczenia sie | Nie oceniaj tylko wyniku koncowego;
ograniczenia czasowe. punktuj kroki.
Pros$ o co najmniej 3 alternatywne Nie uzywaj jednego modelu jako
wersje zadania. jedynego recenzenta.

AN J




Korzysci dla kadry dydaktycznej
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\

Szybsze przygotowanie

jedno polecenie moze wygenerowac szkic
zestawu zadan i rozwigzan

\

-

.

Wsparcie oceniania

punktacja krokowa upraszcza sprawdzanie i
ocenianie studentow

-

\

Lepsza standaryzacja

tatwiej utrzymac podobny poziom trudnosci
miedzy grupami

.

Archiwizacja

prompty i kryteria mozna przechowywac jako
powtarzalny workflow
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/

o

Dziekuje za uwage!

I
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