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Jak uczymy analizy matematycznej?

e Klasyczna sciezka poznawcza - pojecie, stosowanie definicji
bezposrednio, lematy, twierdzenia, wnioski - przeplatane
zadaniami problemowymi.

e Czy méwiacy te stowa uczy w inny sposéb?

e Staramy sie dawac¢ intuicje, ktéra stuzy wprowadzaniu kolejnych
pojec.

e Starannie podazamy swoisty Sciezkg efektéw ksztatcenia od
pierwsze] definicji do ostatniego egzaminu.

e Co zrobi¢ by byto dobrze? Czy da sie inaczej? Czego brakuje?
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Czy matematyka opowiada dobrg historig?

e Czy matematyka ma szanse opowiada¢ dobrg historie (choéby pod
koniec wyktadéw)?

e Czy my (nauczyciele) umiemy opowiada¢ ciekawe historie?

e Jak opowiedzie¢ dobrg historie? Jak wples¢ case-teaching? | czego
on (c-t) nas (nauczycieli) moze nauczy¢?
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Opowiem Wam historie o réwnaniach...

Dawno, dawno temu byt sobie Student Konczacy Pierwszy Rok
Matematyki, ktéry od swojego wyktadowcy otrzymat zadanie: jakie
twierdzenia (poznane w ramach studiéw, wzglednie zakresu nauki w
szkole sredniej) prowadzg do istnienia rozwigzan réwnan?
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Problem (badawczy)

Niech f: R — R. Ktére z poznanych twierdzen (analizy
matematycznej) podaja warunki wystarczajgce na istnienie rozwigzania
réwnania

f(x) =0.
(Zatozenia s3 tak dobre, by operacje byly wykonalne; nie zastanawiamy

sie zawczasu).
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Pojecie réwnania

Niech X i Y bedg pewnymi przestrzeniami oraz niech h i g beda funkcjami,
ktérych dziedziny s3 zawarte w przestrzeni X oraz ich zbiory wartosci naleza
do przestrzeni Y. Niech x bedzie dowolnym punktem przestrzeni X. Warunek

h(x) = g(x) (1)

oznacza, ze musimy znalez¢ w przestrzeni X takie punkty, w ktérych obie
funkcje h i g s3 okreslone i przyjmuja ta samg wartos¢. Jest to réwnanie o
niewiadomej x w przestrzeni X. Kazdy punkt z przestrzeni X spetniajacy
warunek (1) nazywamy rozwigzaniem réwnania lub pierwiastkiem réwnania.
Oczywiscie réwnanie (1) jest réwnowazne réwnaniu

f(x)=0 (2)

gdzie f(x) := h(x) — g(x), a dziedzing funkgji f jest czes¢ wspélna dziedzin
funkcji hi g.

Zeby rozwigzaé réwnanie trzeba znalez¢ wszystkie pierwiastki réwnania,
badz stwierdzi¢, ze pierwiastkéw nie ma.
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Rozwigzanie réwnania f(x) =0

1. Sprawdzamy dziedzine funkgcji f,

2. Nastepnie upewniamy sig, czy istniejg pierwiastki réwnania
f(x) = 0. Przydatnymi narzedziami moga okazac sie:

o

o

[}

[}

o

e}

Wiasnosé Darboux (jezeli f jest ciggta),

Twierdzenie Bolzano-Cauchy'ego (jezeli f jest ciggta),
Badanie przedziatbw monotonicznosci funkgji (jezeli f jest
rézniczkowalna),

Fundamentalne twierdzenie algebry (tylko dla wielomianéw),
Twierdzenie Bézouta (tylko dla wielomianéw),

Teoria Sturma (tylko dla wielomianéw)

3. Gdy juz stwierdzimy, ze pierwiastki réwnania f(x) = 0 istniej3, to

mozemy przej$¢ do ich przyblizonego wyznaczenia za pomoca

nastepujacych metod:

7/20



Rozwigzanie réwnania f(x) =0

Metody przyblizonego wyznaczania pierwiastkéw

e Metoda Bisekgc;ji

e Metoda Newtona
Zatozenia:
o Funkcja f € C? na przedziale [a, b]
o Funkcja f ma rézne znaki na koncach przedziatu, tzn.
f(a)f(b) <0
o Pierwsza i druga pochodna funkcji f majg staty znak na przedziale
[a, b]
o f(x)f"(x) >0
Wzér iteracyjny:

f(xn)

Xp+1 = Xn — f/(Xn) , N = 1,2,3, . (3)
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Rozwigzanie réwnania f(x) =0

Metody przyblizonego wyznaczania pierwiastkéw
e Metoda iteracji prostej
Zaktadamy, ze ¢: [a, b] — [a, b] oraz (X, d) = (R, d.). Réwnanie
f(x)=0
przeksztatcamy do réwnania réwnowaznego
x = p(x)

Nastepnie startujemy z dowolnego punktu xp € [a, b] i tworzymy
cigg kolejnych przyblizen x, wg. wzoru:

Xnp1=(xn) ,n=0,1,2,...

9/20



Rozwigzanie réwnania f(x) =0

Podstawowe metody rozwigzywania réwnan

e Metoda réwnan réwnowaznych
A1281@A2282©A3:B3<:>~“<:>An:B,,
e Metoda analizy starozytnych

A1:BléAQZBzﬁA:‘;:Bg,é'“éA,,:B,,
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Przyktad

ZnaleZ¢ pierwiastki réwnania:

x> —10x—1=0 (4)

Szkic rozwigzania.

Oznaczmy f(x) := x> — 10x — 1.

Dziedzing f jest R,

f jest wielomianem stopnia 5,

f jest ciagta,

f jest ma co najmniej jeden pierwiastek i co najwyzej pieé,
feC?

Badamy przedzialy monotonicznosci funkgcji f rozwigzujac
réwnanie 5x* — 10 = 0 metoda analizy starozytnych,
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Przyktad

e Po wyznaczeniu przedziatéw monotonicznosci f, stawiamy
hipoteze, ze réwnanie x> —10x—1=0ma3 rozwigzania,

e Przy pomocy twierdzenia Bolzano-Cauchy’ego dokonujemy
separacji poszczegélnych pierwiastkéw oraz upewniamy sie, czy
hipoteza byta poprawna,

e Przedzialy, na ktérych istniejg pierwiastki to: [-2,—1],[—1,0] i
[1.2],

e Przechodzimy do przyblizonego wyznaczania pierwiastkéw:

(Z doktadnoscig e = 0,1)
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Przyktad

e Na przedziale [-2, —1] zastosujemy metode Newtona -
x3 = (—1,75)

e Na [—1,0] skorzystamy z metody iteracji prostej -
x3 = (—0,1100001)

e Ostatniego pierwiastka na przedziale [1, 2] bedziemy szukac
metodg bisekcji - xg3 = 1,80078125,

Ostatecznie pierwiastkami réwnania x> — 10x — 1 = 0 (w przyblizeniu)
s3:

n = (-1,75)
r, = (—0,1100001)
rs = 1,80078125
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Przyktad

Sprawdzenie rozwigzan

20

T T
*5-10%%-1
175,11
-0.1100001, z
1.80078125, a
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Istnienie? Dlaczego nie metoda?

e My nawet najprostszych réwnarn nie potrafimy "doktadnie" (czyli

w liczbach wymiernych) rozwigza¢,
ile wynosi x: 7wx =e
e Umiemy odpowiedzie¢ na pytanie: czy rozwigzanie istnieje, czy

jest doktadnie jedno? Nie zastanawiamy sie czy zalezy w sposéb
ciggty od parametru (a to kluczowe dla "doktadnych"obliczen).
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Zarys metod - intuicje na przysztos¢

e tréjmian kwadratowy: jezeli a > 0... - warunki "techniczne”,
jednoznaczno$¢ i wielkrotnos¢;

e wiasnos¢ Darboux (warunki geometryczne, lokalizacja rozwigzan);

e monotonicznos$¢ wraz z byciem funkcjg "na"( prosta metoda
monotoniczna);

e potraktowanie réwnania w postaci

/

F (x)=0, gdzie F = f

(intuicja prowadzaca do metod wariacyjnych);
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Metody i ich rozwiniecie

F (x)=0

e twierdzenie Rolle'a - prosta przetecz gérska (geometria
F (a) = F (b) =0, zwartosc¢ [a, b] , lokalizacja rozwigzan)
e twierdzenie o istnieniu lokalnego/globalnego minimum funkcji F

na R - geometria (wypuktos¢), zwartos¢ (przedziat) lub
koercytywnos¢ (czyli jak x?)

e istnienie rozwigzan wielokrotnych (np. s3 dwa minima lokalne
Sciste, to musi by¢ co najmniej trzeci punkt krytyczny)

e punkty przegiecia (przenies¢ technike badania wypuktosci)
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Dziekujemy za uwage!



